
Letters to the Editor 

Comments on "Exact Time-Dependent Second Spatial 
Moment of the One-Speed Neutron 

Transport Model" 

I n a r e c e n t N o t e , B a r n e t t 1 p r e s e n t e d a c a l c u l a t i o n o f t h e 

t i m e - d e p e n d e n t s e c o n d m o m e n t o f t h e o n e - v e l o c i t y n e u t r o n 

d i s t r i b u t i o n . I w o u l d l i k e t o p o i n t o u t t h a t i f o n e i s i n t e r -

e s t e d i n t h e moments, i t i s u n n e c e s s a r y t o c a l c u l a t e t h e f u l l 

d i s t r i b u t i o n ; i n s t e a d , o n e s h o u l d s t a r t d i r e c t l y w i t h e q u a -

t i o n s f o r t h e m o m e n t s . T h e u s e o f m o m e n t s i s n o t n e w ; 

t h e y h a v e b e e n a p p l i e d q u i t e o f t e n t o t h e a g e e q u a t i o n i n 

w h i c h t h e a g e i s t h e a n a l o g o f t h e t i m e v a r i a b l e . I n g e n e r a l , 

t h e a g e e q u a t i o n i s m o r e c o m p l i c a t e d b e c a u s e i n t h a t c a s e 

t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n a r e a g e ( t i m e ) 

d e p e n d e n t . 

W e b e g i n w i t h t h e o n e - d i m e n s i o n a l t r a n s p o r t e q u a t i o n 

M + dt ' "tx + (1 

f^<l>(x,n',t)P(ij.,ii')dn' +S(x,n,t) , (1) 

w h e r e w e h a v e s e t t h e v e l o c i t y a n d t h e s c a t t e r i n g m e a n 

f r e e p a t h t o u n i t y . I n t h e s e u n i t s , t h e total c r o s s s e c t i o n i s 

1 + a, w h e r e a i s t h e r a t i o o f a d s o r p t i o n t o s c a t t e r i n g ( a i s 

a s s u m e d c o n s t a n t ) . I f t h e s c a t t e r i n g f u n c t i o n P(ii, /j.') i s a 

f u n c t i o n o n l y o f t h e a n g l e o f s c a t t e r i n g , 9 , w i t h 

c o s 9 = nil' + ( 1 - m 2 ) 1 / 2 (1 - m' 2 ) 1 / z COS0 , (2a ) 

t h e n 

P(ti,ti') = fp(d)d<t> , ( 2 b ) 

( 2 c ) 

( 2 d ) 

a n d i f P ( 8 ) c a n b e e x p a n d e d i n L e g e n d r e p o l y n o m i a l s , 

P ( 0 ) = ^ 2 ( 2 w + l ) c „ P „ , ( c o s 0 ) , c 0 = 1 

Ci = M , 
o n e h a s i m m e d i a t e l y 

Pill,!!1) = I Z(2n + 1) c„Pn(ii) pn(n') . 
I f o n e n o w d e f i n e s t h e h a r m o n i c m o m e n t s Gmk(t), 

Gmk(t) = f ^ Pk(v) xm<j>(x, i±, t) dxdji , 

w i t h a s i m i l a r e q u a t i o n f o r S m k , t h e m o m e n t s o f t h e s o u r c e , 

E q . ( 1 ) i s t r a n s f o r m e d i n t o 

^ + (1 + a-ck) Gmk(t) = ^ [kG^,^ (t) 

+ (fe + l )G. . 1 > i f l (0 ] + Smk(t) , 
( 3 ) 

w h i c h i s a n o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n f o r t h e m ' t h 

m o m e n t s r e c u r s i v e l y i n t e r m s o f t h e ( m - l ) ' t h m o m e n t s . 

F o r t h e s t e a d y - s t a t e m o m e n t s , o n e s e t s 

S(x,ii,t) = | 6(x) 

a n d o m i t s t h e t i m e d e p e n d e n c e i n E q s . ( 1 ) a n d ( 3 ) . T h e 

s o u r c e m o m e n t s a r e t h e n S„k = 6m05ko, a n d t h e m o m e n t s c a n 

b e c o m p u t e d b y s t r a i g h t f o r w a r d r e c u r s i o n . O n e c a n c h a r -

a c t e r i z e t h e m o m e n t s b y t h e t o t a l o r d e r p = m + k , a n d e a c h 

m o m e n t m a y b e c o m p u t e d f r o m m o m e n t s o f l o w e r o r d e r i n 

t h e s e q u e n c e 0 0 ; 1 1 , 2 0 ; 2 2 , 3 1 , 4 0 ; 3 3 , 4 2 , 5 1 , 6 0 ; . . . . W i t h t h e 

g i v e n s o u r c e , a l l o t h e r m o m e n t s v a n i s h . T h e n 

Goo - 1 

G z o ~ 3 a{\ + a - Ji) 

G4n - 8 ( 5 + 9 a - 5 c 2 ) 

1 5 a ( 1 + a - ii) ( 1 + a - c 2 ) 

F o r t h e t i m e - d e p e n d e n t m o m e n t s , 

S(* ,M) = } 6(x)6(t) 

Smk = 5
mo5£o5(0 , 

( 4 a ) 

( 4 b ) 

( 4 c ) 

a n d o n e f i n d s 

dGm(t) 
dt + aGjt) = 5(t) or Gjt) = exp (-at) , (5) 

s o t h a t t h e t o t a l n e u t r o n f i e l d d e c a y s e x p o n e n t i a l l y . 

T h e f i r s t - o r d e r m o m e n t s G01(t) a n d Gl0(t) b o t h v a n i s h . 

T h e n o n v a n i s h i n g s e c o n d - o r d e r m o m e n t s a r e g i v e n b y 

+ (1 + a - c2) G02(t) = 0 ( 6 a ) 

dG^jt) 
dt 

dGm(t) 
dt 

+ (1 + a - 7D Gu(t) = i [GM(t) + 2Gm(t)] (6b) 

+ a G 2 0 = 2 G n ( t ) . 

I n t e g r a t i o n o f t h e s e e q u a t i o n s l e a d s t o 

G02(0 = 0 

Gu(i) {1 - exp[-(l -71)t]} 

G20«) ^ 2 exp(-af) j( _ 1 - exp[-(l - Jl) t] 
3 ( 1 - 7 0 1 -]I 

( 6 c ) 

( 7 a ) 

( 7 b ) 

( 7 c ) 

XC. S. BARNETT, Nucl. Sci. Eng., 50, 398 (1973). 

E q u a t i o n ( 7 c ) t h e n l e a d s d i r e c t l y t o B a r n e t t ' s r e s u l t . T h i s 

p r o c e d u r e i s s i g n i f i c a n t l y s h o r t e r t h a n B a r n e t t ' s d e r i v a t i o n 

f o r t h e s e c o n d m o m e n t , b u t t h e r e a l a d v a n t a g e c o m e s w h e n 

o n e a t t e m p t s t o c o m p u t e h i g h e r m o m e n t s . 



F o r t h e f o u r t h - o r d e r m o m e n t s , w e w r i t e 

dGz 2 _ + ( i + a - c2) G22(t) = g Gn(t) 

dt 
+ ( 1 + a - M) Gsi(i) = G2O(«) + 2 G 2 2 ( i ) 

^ + aGi0(t) = 4 f t i ( 0 • 

T h e i n t e g r a t i o n s a r e s t r a i g h t f o r w a r d , a l t h o u g h i n c r e a s i n g l y t e d i o u s : 

4 e x p ( - a t ) f l - e x p [ - ( l - c2)t] _ e x p [ - ( l - ~ji)t] - e x p [ - ( l - c 2 U ] { 
G22(0 = 

G 3 i ( f ) = 

a n d 

Gi0(t) = 

1 5 ( 1 - ( i ) 

2 e x p (-at) 

1 - c2 - c2 j ' 

( l - ]D : 

/ , - 1 / 1 j / I - w l 9 m - w i , 4 { 1 - e x p [ - ( l - ] I ) t ] } 4 f e x p [ - ( l - f i t ] 
{ [ 2 + ( 1 - /x) f ] e x p [ - ( l - tff] - 2 + ( 1 - n) t} + g ( 1 . 5 ( 1 - JI)(]I - c2) 

5 ( 1 - c 2 ) 

e x p [ - ( l - i±)t] - e x p [ - ( l - c a ) * ] 

(U - c2f 

( 8 a ) 

( 8 b ) 

( 8 c ) 

( 9 a ) 

( 9 b ) 

8 e x p ( - q Q 

3 

3 - 2 £ + - ( 3 + Q e x p ( - g ) e x p ( - £ ) - 1 + g 

1 - c2 

1 - (1 + Q e x p ( - ^ 
( i - ~ T 5(1 - j?)* 

4 ( ( 1 - c 2 ) [ l - e x p H ) ] - ( 1 - T P { 1 - e x p [ - ( l - &) t]})' 

li- c2 

5 ( 1 - c2f (]L - c2f ( 1 - JL) 

w h e r e % = ( 1 - ]S) t . 

T h e t h r e e - d i m e n s i o n a l m o m e n t s m a y b e f o u n d m o s t 

e a s i l y f r o m t h e p l a n e - p o i n t t r a n s f o r m a t i o n . 2 T h e d i s t r i b u -

t i o n f r o m a p o i n t s o u r c e 3 > ( r ) i n t e r m s o f t h e d i s t r i b u t i o n 

f r o m a p l a n e s o u r c e </>(*) i s 

( 9 c ) 

<p(r) (10) 

4jrr dr 

TTr 

a n d t h e r a d i a l m o m e n t s , 

M2n(t) = J <j>(r)r2' 

a r e s i m p l y 

M2„(t) = ( 2 w + l ) G 2 n 0 ( 0 • 

T h e n , f o r s h o r t t i m e s , t « 1 , w e h a v e M 4 ( t ) - » f , a n d f o r 

f » 1 , t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e u n a b s o r b e d n e u t r o n s i s 

(RV)) 2 0 
3(1 - W 

( I D Jl + (1 - ]I)2 + 5(1 - c2) 

T h e m e a n f o u r t h m o m e n t t o a b s o r p t i o n c a n b e c a l c u l a t e d 

f r o m E q . ( 9 c ) a n d i s g i v e n b y 

/ D 4 \ l t \ 8 [ 5 ( 1 - c 2 ) + 9 a ] 
(R } = Jo 5 Gw{t) adt - 3 a , ( 1 . M + a ) 2 ( \ - d 2 + a ) 

w h i c h a g r e e s w i t h E q . ( 4 c ) . 

T h e h i g h e r m o m e n t s c a n b e s i m i l a r l y c a l c u l a t e d , b u t 

t h e r e i s p r o b a b l y n o n e e d f o r e x h i b i t i n g t h e r e s u l t s e x -

p l i c i t l y ; t h e r e c u r s i v e f o r m u l a s a r e e a s i l y c o n v e r t e d t o 

n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n . 

E. Richard Cohen 

Science Center, Rockwell International 
P. O. Box 1085 

Thousand Oaks, California 91360 

July 5, 1973 

2B. DAVISON and J. B. SYKES, Neutron Transport Theory, p. 64, 
Oxford University Press (1958). 

, (12) 

Reply to "Comments o n 'Exact Time-Dependent Second 

Spatial Moment of the One-Speed Neutron 

Transport Model' " 

C o h e n ' s a p p r o a c h t o c a l c u l a t i n g t h e t i m e - d e p e n d e n t 

m o m e n t s b y s t a r t i n g w i t h t h e t r a n s p o r t e q u a t i o n i s e l e g a n t 

a n d e f f i c i e n t . I s u p p o s e t h a t t h e s i m p l i c i t y o f t h e s e c o n d 

m o m e n t f o r m u l a s h o u l d l e a d o n e t o s u s p e c t t h a t i t m u s t b e 

t h e s o l u t i o n t o s o m e s i m p l e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n . T h i s , i n 

t u r n , s h o u l d s u g g e s t t h a t c l o s e d s y s t e m s o f m o m e n t s e q u a -

t i o n s m i g h t b e o b t a i n e d — a r a r e a n d r e w a r d i n g o c c u r r e n c e . 

C o h e n m e n t i o n s t h a t " i t i s u n n e c e s s a r y t o c a l c u l a t e t h e 

f u l l d i s t r i b u t i o n " t o f i n d s p a t i a l m o m e n t s . I a s s u m e h e 

m e a n s , s p e a k i n g p r o b a b i l i s t i c a l l y , t h a t i t i s u n n e c e s s a r y t o 

f i n d t h e p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n t h a t d e s c r i b e s t h e 

n e u t r o n ' s d i s t a n c e f r o m t h e o r i g i n a t t i m e t; o r , i n t r a n s -

p o r t t h e o r y t e r m s , t h a t i t i s u n n e c e s s a r y t o f i n d a n e x p r e s -

s i o n f o r t h e n e u t r o n n u m b e r d e n s i t y a s a f u n c t i o n o f r a d i u s 

a n d t i m e . H e i s s u r e l y c o r r e c t , a n d I c e r t a i n l y d i d n o t f i n d , 

o r a t t e m p t t o f i n d , t h e p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n i n q u e s -

t i o n . T o d o s o w o u l d m e a n t h a t t h e e n t i r e p o i n t - s o u r c e , 

t i m e - d e p e n d e n t p r o b l e m w o u l d b e s o l v e d . I n e f f e c t , C a s e 

a n d Z w e i f e l 1 h a v e s o l v e d t h e c o m p l e t e p r o b l e m f o r t h e 

i n f i n i t e o n e - d i m e n s i o n a l c a s e . T h e y f i n d t h e G r e e n ' s f u n c -

t i o n f o r t h e m o n o d i r e c t i o n a l p l a n e s o u r c e o f n e u t r o n s a t 

t i m e z e r o p r o b l e m . T h e i r s o l u t i o n i s s o m e w h a t f o r m a l a n d 

i n v o l v e s i n t e g r a l s o f c o m p l e x v a l u e d f u n c t i o n . 

F o r t h o s e w h o a r e f a c i l e w i t h t h e t r a n s p o r t e q u a t i o n , 

s e v e r a l c o m m e n t s a n d q u e s t i o n s m i g h t b e o f i n t e r e s t : 

1 . I s i t p o s s i b l e t o e x t r a c t t h e t i m e - d e p e n d e n t s p a t i a l 

m o m e n t s f r o m t h e C a s e a n d Z w e i f e l s o l u t i o n ? 

2 . C a n t h e t r a n s p o r t e q u a t i o n a p p r o a c h s h e d a n y l i g h t o n 

t h e o d d t i m e - d e p e n d e n t s p a t i a l m o m e n t s ? T h e o d d 

m o m e n t s a r e z e r o i n t h e o n e - d i m e n s i o n a l c a s e b u t 

1K. M. CASE and P. F. ZWEIFEL, Linear Transport Theory, 
pp. 186-187, Addison-Wesley Publishing Co., Inc., Reading, Mas-
sachusetts (1967). 


